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RESUMEN. En los últimos años, han aparecido en el mercado contratos de reaseguro proporcional en donde  el reasegurador limita su responsabilidad en función de los niveles de siniestralidad de la cedente. Esta circunstancia implica para la institución cedente, un riesgo adicional que rompe el esquema de participación proporcional que comúnmente se cumplía en contratos de reaseguro proporcional, lo que tiene reprecisiones en las reservas y el margen de solvencia de la institución cedente. Es relevante contar con un procedimiento que permita medir el efecto que produce este tipo de contratos, tanto en la reserva de riesgos en curso como en el margen de solvencia. En este documento se presenta un procedimiento técnico para medir del efecto que produce en la reserva de riesgos en curso de las compañías cedentes, el establecimiento de límites de responsabilidad en contratos de reaseguro proporcional.
1. Introducción
En los últimos años, han surgido esquemas de reaseguro que han cambiado la forma en que tradicionalmente funcionaban tales contratos. Dichos esquemas han producido cambios relevantes en los contratos de reaseguro proporcional, donde la institución cedente y reaseguradora se hacían responsables de cubrir una determinada proporción de la siniestralidad cualquiera que fuera el monto de la siniestralidad, sin que hubiera más límites. El cambio que más comúnmente se ha observado, es el establecimiento de condiciones que condicionan la participación proporcional del reasegurador, hasta determinado monto de la siniestralidad anual, haciendo responsable a la institución cedente, del pago de siniestros en exceso a dicho monto.  

Este tipo de contratos de “reaseguro proporcional” claramente implican una mayor exposición al riesgo de la cedente, por lo que debe reflejarse en las reservas y en el margen de solvencia. 
Históricamente, la reserva se han calculado dando por hecho que en los contratos de reaseguro denominados “proporcionales”, la institución cedente participará en los siniestros en la proporción establecida en el contrato de reaseguro, sin que haya ninguna circunstancia en que dicha proporcionalidad no se cumpla. De esta manera regulatoriamente se ha admitido que si una compañía tiene un contrato de reaseguro proporcional en donde su participación en un determinado riesgo es 
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, entonces, la reserva de riesgos en curso correspondiente a la parte retenida 
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 debe calcularse como dicha proporción 
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, multiplicada por el valor de la reserva de riesgo en curso del riesgo bruto 
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, es decir:
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En términos actuariales, 
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donde
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: siniestralidad retenida.
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: siniestralidad bruta.

Por esta propiedad el porcentaje de retención que debe aplicarse para cada póliza en el cálculo de la reserva de riesgos en curso puede el mismo porcentaje de retención proporcional señalado en el contrato debido a que: 
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De esta manera la reserva de riesgos en curso de retención, se puede calcular en términos de la siniestralidad bruta como:
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donde 
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: prima retenida bruta
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Debido al establecimiento de límites en contratos de reaseguro proporcional, la reserva de riesgos en curso no pude ser calculada dando por hecho la participación proporcional de la cedente ya que:
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El límite impuesto por el reasegurador hace que el valor esperado de la siniestralidad retenida, en términos porcentuales, sea superior al porcentaje de retención proporcional (
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), mencionado en el contrato de reaseguro.  
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El punto que debe resolverse es ¿cuál es el valor de 
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?,  ¿cómo calcular el valor de 
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Resolver estos cuestionamientos permitirá calcular el valor que deben tener las reservas de riesgos en curso de contratos de reaseguro con límites, como:
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2. Procedimiento Técnico
Para poder medir el efecto de los límites mencionados, es necesario contar con la función de probabilidad de la siniestralidad. Contar con dicha función de probabilidad permite hacer mediciones del nivel de riesgo retenido o cedido por la institución. A continuación se exponen una serie de procedimientos orientados a medir el nivel de riesgo retenido en contratos de reaseguro proporcional con límites de responsabilidad.

Se ha considerado que el comportamiento de la siniestralidad cualquiera que sea la compañía, puede ser modelado por el comportamiento que dicha siniestralidad ha tenido en el mercado, ya que no existen elementos técnicos que permitan construir funciones de probabilidad propias de cada compañía, o que demuestren que alguna compañía tiene una exposición al riesgo que pueda ser diferente a la exposición natural de las demás instituciones del mercado. Por ello se propone construir una sola función de probabilidad con la estadística de mercado que serviría indistintamente para medir el nivel de riesgo retenido por cualquier institución de seguro, en cada uno de los ramos o tipos de seguro que opere.

La construcción de la función de probabilidad se realizará, utilizando la estadística de siniestralidad medida en términos de índice, y que se ha observado que frecuentemente, la siniestralidad y los límites de responsabilidad establecidos por el reasegurador en contratos de reaseguro proporcional, se expresan o se pueden expresar, en términos de la prima emitida de la cartera de pólizas cubiertas por el contrato. Por ello, la metodología que se presenta se basa en la medición de la siniestralidad, en términos porcentuales de la prima emitida.  Denotaremos como 
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 el porcentaje de siniestralidad bruta respecto de la prima emitida anual, de la cartera de pólizas incluidas en el contrato de reaseguro. 
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donde
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: es el costo bruto de siniestralidad anual, de la cartera de pólizas.
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: es la prima emitida anual de la cartera de pólizas.
El referido índice puede tener diversos valores positivos dependiendo del valor de la siniestralidad observada, en términos de la prima emitida. Dichos valores aleatorios pueden ser representados por una variable aleatoria que corresponde al porcentaje de la siniestralidad respecto de la prima emitida anual. 
Para construir la función de probabilidad del índice de siniestralidad de un determinado tipo de seguro, es necesario contar con la estadística de los índices de siniestralidad del mercado y construir, a partir de estos, la función mencionada mediante el análisis estadístico que se haga de los datos y sustentando la elección de ésta mediante pruebas de bondad de ajuste.

Para efectos del presente trabajo, utilizaremos la siguiente notación:
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monto bruto de siniestralidad anual,
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monto de siniestros a cargo del asegurador directo,
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monto de siniestros a cargo del reasegurador,
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prima emitida anual,

X
índice de siniestralidad.

Las relaciones entre estas variable son:
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En la segunda expresión se ha denotado con fret(•) la función de retención, es decir, la “regla” de correspondencia que asocia a un determinado monto bruto de siniestros S, el monto que corre a cargo de la compañía que hace el negocio directo (Sa). Algunas funciones de retención conocidas son
Reaseguro proporcional, 
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Reaseguro Exceso de Pérdida,
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Reaseguro Proporcional con “Corredor” de Pérdida
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Aunque, teóricamente, se podrían definir infinidad de esquemas de reaseguro, en su diseño se deben cuidar ciertas políticas de orden práctico. Por ejemplo, un contrato como el siguiente incentivaría a la compañía cedente a desatender aspectos de selección, puesto que, como se aprecia en la gráfica, le conviene que ocurran siniestros de gran cuantía, puesto que su obligación se puede ver reducida.
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La función de retención es, en este caso, 
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 donde el factor de retención, (S), depende de S de manera puntual.
Para estimar la reserva de riesgos en curso que debe mantener el asegurador directo, se debe calcular
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Dada la gran diversidad de contratos de reaseguro que pueden surgir en la práctica, el monto de siniestros de retención puede derivar en una variable aleatoria continua, discreta o mixta. Lo anterior deberá tomarse en cuenta ya que el cálculo de la esperanza de esta variable aleatoria dependerá del tipo de seguro de que se trate.
De manera muy general, la esperanza de una v.a. X se define como
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Ejemplos

Considérese un contrato, en el cual la aseguradora se hará responsable por un porcentaje , hasta un monto ℓ, y del 100% del excedente por encima de dicho límite, de manera que la siniestralidad a cargo del asegurador directo, Sa, y la del reasegurador, Sr, pueden expresarse como:
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donde

Sa
monto a cargo del asegurador directo,

Sr
monto a cargo del reasegurador,
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límite establecido por el reasegurador, por debajo del cual opera el contrato proporcional,
(
factor de retención proporcional, 0 < ( < 1.
Dividiendo la identidad anterior por la prima 
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 se tiene
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Ahora, como 
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 > 0,
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y, análogamente,
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Por lo anterior, la siniestralidad esperada a cargo de la compañía en relación a la prima 
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 es la esperanza de la siguiente función 
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Este valor se obtiene de la expresión
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Por lo tanto, con esta expresión se puede calcular valor esperado de la siniestralidad correspondiente al asegurador directo. 
Una vez que se obtenga el valor estimado de las obligaciones de la compañía considerando los límites de responsabilidad del contrato de reaseguro, dicho valor podrá ser comparado con el valor esperado de las obligaciones sin contrato de reaseguro, obteniendo con esto el porcentaje de retención, 
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 de la compañía cedente, respecto de las obligaciones brutas, considerando el efecto de los límites establecidos por el reasegurador.
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Este porcentaje, aplicado a la prima de riesgo, servirá como base para la constitución de la reserva de riesgos en curso retenida, es decir, para cada póliza la reserva de riesgos en curso en el momento 
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 será igual al producto del factor de retención, 
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, la prima de riesgo bruta 
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, el factor de devengamiento, 
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, y el factor de suficiencia, agregando los gastos de administración no devengados 
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Si se quiere expresar el efecto de los límites como un recargo a la reserva de riesgos en curso que ha sido calculada con el factor de retención proporcional 
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, sin considerar los límites, entonces el factor de recargo por el límite 
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) a la reserva retenida debe calcularse como:
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En tal caso la reserva de riesgos en curso debe calcularse aplicando el factor de recargo a la prima de riesgo retenida 
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, es decir:
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En este caso la prima de riesgo retenida se calculará como: 
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La Función de Probabilidad del Seguro de Terremoto
En el caso específico del seguro de terremoto, para efectos de construir la función de probabilidad, se ha utilizado la información estadística de las compañías del mercado mexicano en el período comprendido 1996-2004
 la cual consistió en obtener el índice de siniestralidad anual de cada una de la compañías (siniestros/primas). La muestra fue conformada por 278 puntos (cada punto corresponde a un año-compañía), de los cuales se resume su estadística descriptiva en el siguiente cuadro:
	Media
	0.242714846

	Error estándar
	0.024314018

	Mediana
	0.074616080

	Moda
	0.000000000

	Desviación estándar
	0.405395689

	Varianza de la muestra
	0.164345665

	Curtosis
	8.085734511

	Coeficiente de asimetría
	2.691202066

	Rango
	2.527494897

	Mínimo
	0.000000000

	Máximo
	2.527494897

	Suma
	67.474727200

	Datos
	278
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Función de distribución empírica (ojiva)
El objetivo es encontrar una función de distribución de probabilidad que se ajuste satisfactoriamente a los datos observados.
Con base en el análisis del diagrama de frecuencias y considerando que aproximadamente el 14% del total de puntos son nulos
, se propone la siguiente función de distribución
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Para estimar los parámetros de la función se aplicó el método de momentos, obteniéndose los siguientes valores:
	Parámetro
	Valor

	p0
	0.136690

	
	0.441878

	
	0.636248


Para validar la precisión con que la función se ajusta a los datos, se aplicó la prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov. La prueba consiste en contrastar la hipótesis nula H0
H0: La función de distribución de probabilidad de X es FX(x(p0, , )

contra la hipótesis alterna Ha
Ha: La función de distribución de probabilidad de X no es FX(x(p0, , )

utilizando como criterio de de decisión el siguiente:

Si el valor del estadístico
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es superior al valor crítico C1(
, rechazar H0.
En la expresión anterior, Fn representa la función de distribución empírica para una muestra aleatoria de tamaño n. El resumen de resultados de la prueba a un nivel de significancia  = 5% es
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Dado que el estadístico de prueba, T, es inferior al valor crítico C1(, no se rechaza la hipótesis nula
.
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                                                 Funciones de distribución empírica y teórica y banda de confianza al 95%
La función de distribución del índice de siniestralidad con base en dichos parámetros es la siguiente:
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Caso de Aplicación 

A continuación se expone a manera de ejemplo, el caso del cálculo del factor de retención para un contrato cuota parte 90-10 donde el límite establecido por el reasegurador de US 5´000,000.

Si se realiza el análisis para el caso particular del citado contrato  con porcentajes de participación proporcional 90-10, ( = 0.10) y límite 
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 tenemos lo siguiente:
De acuerdo con las condiciones del contrato, la aseguradora se hará responsable por el 10% de los primeros US 5 millones y del 100% del excedente. En este caso,
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Gráfica de Sa en función de S (cifras en millones)

La expresión para la estimación será: 
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Debido a que esta última integral no puede expresarse en términos elementales, se estimó su valor mediante un método de aproximación numérica, consistente en un proceso de 15,000 iteraciones, obteniéndose los resultados siguientes:

	Concepto
	Símbolo
	Valor

	Valor esperado de siniestralidad bruta
	E[X]
	24.69%

	Valor esperado de siniestralidad de la cedente
	E[Sa(P]
	14.96%

	Varianza de siniestralidad de la cedente
	Var[Sa(P]
	12.48%

	Desviación de la siniestralidad de la cedente
	Desv[Sa(P]
	35.32%


Conforme a los resultados obtenidos, el valor esperado de las obligaciones de la compañía sobre la siniestralidad bruta es del 24.69%, en términos porcentuales de la prima emitida anual. De no establecerse el límite de responsabilidad referido, el valor esperado de las obligaciones de la compañía resultaría del 2.469% respecto de la prima emitida anual, lo cual significa que si el contrato de reaseguro proporcional no tuviera límites de responsabilidad, habría una reducción del 90% del valor esperado de las obligaciones. 
Debido al límite de responsabilidad establecido en el contrato, el valor esperado de las obligaciones que debe asumir la compañía resulta del 14.96%, lo que significa que en lugar de una reducción del 90% en el valor esperado de las obligaciones, el establecimiento del límite de responsabilidad de 5’000,000 millones implica que el valor esperado de obligaciones sólo se reduzca en un 39.41%. 
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También significa que el límite de responsabilidad implica un incremento en el valor esperado de obligaciones bajo el contrato proporcional puro que pasa de 2.469% a  14.96%, es decir aumenta el valor esperado del contrato proporcional puro en un 500%.
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Ejemplo de simulación de las v.a. S y Sa. La barra representa el monto total de siniestros, en tanto que el área sombreada, la porción que queda a cargo de la compañía dado el límite de responsabilidad.

Dado que la reserva de riesgos en curso representa el valor esperado de las obligaciones futuras de la compañía, entonces, el valor de la reserva debe reducirse debido a la protección dada en un contrato de reaseguro, en la misma proporción que dicho contrato disminuya el valor esperado de las obligaciones. En este caso la reducción observada al valor esperado de las obligaciones fue del 39.41%, por lo que se concluye que bajo el esquema de reaseguro planteado por la compañía, la reserva de riesgos en curso debe reducirse en dicho porcentaje, es decir la compañía debe reservar sobre el 60.59% de la prima de riesgo, es decir, 
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Aplicación a un contrato proporcional 90-10 con límite de responsabilidad del 110% de la Prima.

Si el límite de responsabilidad fuese del 110% de la prima emitida
 el efecto de reducción en el valor esperado de las obligaciones de la compañía resulta del 81.47%. Lo anteruior implica que la reserva de riesgos en curso habría de constituirse sobre un porcentaje de retención del 19.53% aplicado a la prima de riesgo.


[image: image78.wmf][

]

[

]

1963

a

ESES.%

=



[image: image79.wmf]1953

ttt

RRC.%PRBFDFSGAND

=***+


El factor de retención en función de los límites
En esta sección se pretende analizar el comportamiento del factor de retención en función del límite de responsabilidad y el factor de proporcionalidad.

Recordemos que el factor de retención, FR, se calcula como 
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donde 
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y ,  y ℓ representan la prima directa, el factor de participación proporcional o factor de proporcionalidad y el límite del contrato, respectivamente.

De esta manera, el siniestro S puede escindirse en tres componentes, representando el primero y el tercero de ellos, las obligaciones a cargo de la cedente y el segundo a cuenta de la reaseguradora.
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            Participación porcentual en función del monto de los siniestros agregados.
Dado que el factor de retención depende de los valores  y ℓ, entonces podemos representarlo como una función bivariada
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En las siguientes gráficas se exhiben algunas curvas de nivel FR(0, ℓ) y FR(, ℓ0) para distintos valores de 0 y ℓ0, las cuales nos permiten analizar el comportamiento del factor de retención en función del límite de responsabilidad (participación proporcional), dado un nivel de participación proporcional (límite de responsabilidad).
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                                                                     Factor de retención en función de ℓ para distintos valores de .
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                                                                     Factor de retención en función de  para distintos valores de ℓ
El comportamiento de las curvas que se han exhibido se puede predecir si analizamos las derivadas parciales de FR. Como en el cociente que define el factor de retención, el denominador E[S] es independiente de las variables  y ℓ, es suficiente con estudiar el comportamiento de 
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Para tal fin, obsérvese que 
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De manera que FR, visto como función de  , está representado por una línea recta

[image: image92.wmf]()

R

Fmb

aa

=+


con pendiente 
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y ordenada al origen
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es decir,
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Ahora, como
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entonces
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Por lo tanto, la pendiente m se incrementa a medida que el valor de ℓ aumenta. Además, si ℓ→∞, m→1, ya que E[mín{S, ℓ}] → E[S].

Por otro lado, 
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Una aplicación directa del primer teorema fundamental del cálculo y de la regla de la cadena
, nos muestra que 
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De las condiciones
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se deduce que la derivada es siempre negativa, por lo que el factor de retención será una función decreciente de ℓ.

También, 
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cantidad que siempre es positiva, si 
[image: image103.wmf]01
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, por lo que la gráfica de FR(ℓ) debe ser convexa (cóncava hacia arriba).
RRC de retención en el caso de contratos definidos a nivel póliza.

Hasta ahora se han estudiado ejemplos de reaseguro en el que las condiciones del contrato se definen en función de la prima global, a nivel cartera. Dentro de los diversos mecanismos de reaseguro, podemos encontrar aquéllos en los que el contrato se establece a nivel de cada riesgo.

En el ejemplo que utilizaremos para ilustrar la metodología a seguir en esta situación, se define que, para cada riesgo, se fija un límite ℓ por debajo del cual la cedente cubre el evento al 100%, en tanto que el exceso sobre ℓ es retenido en un porcentaje ret.

Para una cartera conformada por k riesgos, supongamos que, el j-ésimo de ellos puede presentar, a lo largo del plazo de cobertura, Nj siniestros:
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De manera que las obligaciones de la cedente y la cesionaria por riesgo-evento están dadas por 
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respectivamente.

Para el riesgo j, el monto bruto de siniestros es
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donde Xj0 = 0.

El monto de siniestros de retención es
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donde 
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según se ha visto.
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A nivel de la cartera, el monto de siniestros brutos está dado por 
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mientras que el de siniestros de retención es 
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La reserva de riesgos en curso se calcula en términos de la siniestralidad esperada bruta, E[MB], o de la siniestralidad esperada de retención, E[MR], según sea el caso. Para determinar estos valores se requiere conocer cómo se distribuyen las v.a. Xjr y Nj. Por lo general, se supondrá que tanto {Xjr}, como {Nj}, son conjuntos de v.a.i.

Bajo estas condiciones,
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Si se supone, además, que X1 ~ X2 ~ ((( ~ Xk y N1 ~ N2 ~ ((( ~ Nk, tendremos
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donde X es el monto de siniestros brutos individuales y N es el número de reclamaciones por póliza.

Para el cálculo de E[MR] se sigue el mismo procedimiento que para E[MB], salvo por la determinación del valor esperado de los siniestros de retención individuales, E[Y]. El cálculo se basa en el hecho de que se conoce la distribución de X. De esta manera, tenemos
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Por lo tanto,
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Si sólo se trata de conocer qué proporción representa la RRC de retención respecto a la RRC bruta, podemos prescindir del tamaño de la cartera, así como de la frecuencia, ya que, en este caso, 
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En el desarrollo anterior se da por sentado que el asegurado no tiene participación alguna en los siniestros. En el caso más general, habrá que tomar en cuenta las modificaciones a la póliza, tales como las sumas aseguradas, deducibles, franquicias u otras formas de participación del asegurado en el riesgo. Así, por ejemplo, tratándose del riesgo j, si para cada evento se fijan una suma asegurada SAj, coaseguro cj (0 < cj < 1) y un deducible dj, la variable Xjr habrá de sustituirse por
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Derivadas estas expresiones, para poder aplicarlas sólo resta proponer los modelos probabilísticos de las distintas variables aleatorias que en ella están involucradas. Una premisa común consiste en suponer que N ~ Poisson()
, independientemente del ramo o tipo de seguro. La elección de un modelo para el monto de los siniestros individuales X requiere de información estadística detallada, puesto que las reclamaciones pueden ser de montos muy dispares entre un ramo y otro, además de que muestran grados distintos de dispersión.

Conclusiones

Los procedimientos técnicos presentados tienen aplicación general para cualquier tipo de seguro donde se requiera estimar el impacto que tiene sobre la reserva de riesgos en curso, el establecimiento de límites de responsabilidad en contratos de reaseguro proporcional.

Resulta indispensable contar con la función del índice de siniestralidad o del monto de los siniestros que permita medir el efecto de los mencionados límites sobre la siniestralidad esperada (prima de riesgo).
Si la primitiva de la función de probabilidad no puede expresarse en términos de funciones elementales, entonces será necesario resolver el problema mediante una simulación estocástica.

Si la primitiva de la función de probabilidad se puede expresar en términos de funciones elementales, no será necesario realizar una simulación estocástica y la solución se obtendrá a partir del proceso de integración de la misma.
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� EMBED Equation.3  ���











� Erdely, 2004.


� Con cifras al 31 de diciembre de cada año.


� La siniestralidad registrada por la compañía en esos casos fue cero.


� El valor crítico se calculó a partir de la aproximación


� EMBED Equation.DSMT4  ���





(Véase Desu, M.M. y Raghavarao, D.,2004)





� En vista de que los parámetros poblacionales fueron estimados a partir de la muestra, el valor crítico es aproximado. Para mejorar la aproximación pueden aplicarse métodos adaptivos. Uno de tales métodos utiliza el valor crítico para un valor ’ = 4. Así, para nuestro caso, el valor crítico C0.80 es igual a 0.0639, valor todavía superior a T.


� La prima en este caso es de 19,961,315.


� Véase, e.g., Spivak, 1992.


� El estimador de  corresponde a la frecuencia media del ramo o tipo de seguro. En los seguros en los que sólo es posible la realización de, a lo más, una reclamación por riesgo (por ejemplo, los seguros de fallecimiento), el modelo apropiado es el de Bernoulli.
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